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In this paper, the author defines a hypergraph total chromatic number and 
determines this number for the complete h-partite and for the complete h-uniform 
hypergraphs. 
I. INTRODUCTION 
Les definitions non donnees dans cet article sont celles de 143. Rappelons 
que si H = (X, 8) est un hypergraphe: 
le degrC d’un sommet x de A’, note dH(x), est le nombre d’aretes de H 
contenant x’. Le maximum des degres de H est note d(H). 
WI ensemble stable est un sous-ensemble S de X qui ne contient aucune 
ar&eEdedtellequejE] >I. 
WI coupiage est un sous-ensemble de 8 constitue d’aretes deux a deux 
disjointes. 
le nombve chromatique de H, note x(H), est le nombre minimum d’en- 
sembles stables qui partitionnent A’. 
l’irzdice chuomatique de H, note q(H), est le nombre minimum de couplages 
qui partitionnent 8. 
DI~FINITIONS 1.1. Soit H = (X, 8) un hypergraphe. 
un ensemble indkpendant de sommets et d’ar@tes, ou couleur, est un sous- 
ensembleC=SuMdeXvb,otiSCX,MC&ettelque: 
(i) S est un ensemble stable; 
(ii) M est un couplage; 
(iii) une a&e quelconque de M est incluse dans X - S. 
wze t-coloration totale de H est une partition de X u G en t ensembles 
independants de sommets et d’aretes. 
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!e nombre chromatique total de IT, not6 t(H), est le plus petit entier t 
pour Iequel il existe une t-coloration totale de H. 
Lorsque H est un graphe simple G, on retrouve la notion classique du 
nombre chromatique total du graphe G, dont on trouvera un “survey” 
dans [2]. Le nombre chromatique total du graphe complet et celui du graphe 
biparti complet sont donnts dans [3], celui du graphe r-parti complet 
dans [6] et celui du joint d’un ensemble stable par un cycle dans [8]. 
Soient IZ et 11 deux entiers, h < IZ. L’hypergraphe simple ayant pour 
ensemble de sommets un ensemble X a n elements et pour ensemble d’aretes 
l’ensemble Ph(X) des h-parties de X est note Knh et s’appelle Z’hypergraphe 
h-complet a n sommets. Dans le cas h = 2, on retrouve le graphe complet K,, . 
Soit h un entier. L’hypergraphe simple ayant pour ensemble de sommets 
la reunion d’ensembles disjoints XI, X, ,..., xh, avec 1 Xi ( = ni pour tout i, 
1 6 i < h, et pour a&es tous les sous-ensembles E de Ul~.i<h Xi tels que 
j En Xi / = 1 pour 1 < i < h, est note K$,n,,.,,,Y+, et s’appelle E’hyper- 
graphe h-parti complet sur {X, , X, ,..., X,}. Dans le cas h = 2, on retrouve 
le graphe biparti complet K,+n2 . 
Si x est un nombre reel, [x] et [xl* dtsignent respectivement la partie 
entiere par dtfaut et par excbs de x. 
PROPOSITION 1.2. Pour tout hypergruphe H, on a t(H) 3 max a(H) + 1, 
et X(H)> 4(H)* 
Rbultats. Nous supposerons que IQ < n, < ... < nA . Dans [5] ou [7] 
est determinCe la valeur de q(KtI,...?,2,+): 
q(Ktl,?+.,nh) = 112 “’ nh : 
et dans [I] est determinCe la valeur de q(Knh): 
dK,h) = i(z)&]]*- 
Dans cet article nous prouvons les resultats suivants: 
TH~~OR~XE A. 
t(K,nl;n2,...,,,) = 122 “’ Izh + 1 si fzl < n2 < “’ < nh et n1 < i’lh; 
= ll.2 ‘I’ nh + 2 si nl = n2 = ... = n, . 
THBOR&ME B. 
t(Knh) = [(;)/[;]I * si n + 0 (mod h), 
= ;t:; +2 
( 1 
si n = 0 (mod h). 
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2. DEMONSTRATION DU THBORZZME A 
THBOR~ME A. Soient n, , n2 ,..., nh , h entiers tels que n, < nz < ‘1. < nh . 
t(K~1,,2,...,nh) = n2 ..a nh + 1 si n, < nh , 
= n2 ..- 12h + 2 si n1 = nn . 
Preuve. 
A(H) = n2 
Posons H = Ki”,,n, ,..., Izh . D’apres la Proposition 1.2, puisque 
“’ nh on a t(H) > n2 “’ nh + 1. 
cas nl < nh . Puisque q(H) = A(H) = rz2 ‘.* nh = q, soient MI, 
M, une partition des at&es de H en q couplages. Pour tout x E X, , 
z(ii’I n, ... 31h-1 < q et par suite il existe i, , 1 < iO < q, tel que 
x I u&q0 E. Posons alors: 
S, =(x~Xn[x~EpourEE:MI], 
et pour 1 < i < q: 
On a lJI~i~a Si = X, . On d&nit les couleurs Ci = & U Mi pour 1 < i < q 
et C,,, = x, u x2 u ‘.’ u x,-l. 
cas nl = nh . Alors n, = n2 = ... = n, = n. Supposons que f(H) = 
nh-l + I. H &ant un hypergraphe regulier de degre nh-I et puisqu’il n’y a 
que A(H) + I couleurs, si C = S LJ M est une couleur d’une r(H)-coloration 
totale de H, tout sommet appartient & S ou appartient a une a&e de M. 
Soit C une couleur telle que S # M . S Ctant un ensemble stable, il existe j, , 
1 < j, < h, tel que X3, n S = 0 et done tout sommet de Xj, appartient a 
une a&e de M ce qui implique 1 M I 3 n. Puisque S # ,B, il existe i,, , 
1 < i, < h tel que S n Xi, # M et alors I M 1 < n - 1 S n Xi, 1 < n, 
d’oit la contradiction. Ainsi t(H) 3 nh--l + 2. Puisque q(H) = nh-l = q, 
il existe q couplages MI , M, ,..., klg qui partitionnent les aretes de H. On 
pose alors Ci = Mi pour 1 < i < q, C,,, = X, U Xr, U ... U X,-, et 
C - x, * c-2 
3. DEMONSTRATION DU TH~O&ME B 
LEMME 3.1. Soit H = (X, 8) un hypergraphe et soit x,, E X. Supposons 
que dH(x) = 2 pour tout x E X - {x0] et que 1 < &(x,-J < 2. Alors il existe 
une partition de X en au plus j d j ensembles tables de telle sorte que chaque 
ensemble stable soit inclus dans une are”te de 8. 
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Preuve. Posons G = (Ei 1 i E I) et m = 1 8 1. On raisonne par recurrence 
sur IZ = / X j. La propriCk est immediate pour II = I. Soit Ei, une arbte 
minimale par rapport a l’inclusion contenant le sommet x,, . Si / Ei, 1 = 1, 
soit I’ensemble stable S, = &, . Si 1 EiO 1 > 1, soit x1 E Ei, -- (x0} et soit 
l’ensemble stable. S, = Ei, - (x1>. 
Dans ces deux cas considerons l’hypergraphe H’ = (X’, 8”‘) oti X’ = 
X - S, et 6’ = (Ei - S, 1 i E I - (Q). L’hypergraphe H’ verifie l’hypothese 
d’induction a l’ordre 1 X’ j < n et ii existe une partition des sommets de H 
en ensembles stables de H’, done de H, soit S,‘,..., SC’ avec 1 < I 8’ j < m - 1, 
chaque S,‘, 1 < i < I, &ant inclus dans une arete de 8’. Alzs’(S, , S,‘,..., S,‘) 
est une partition de X qui convient. 
COROLLAIRE 3.2. Soit G WI graphe simple ayant n sommets. II existe 
une coloration des a&es de G en au plus n couleurs, telle qu’en un sommet 
de degre’ 22 tomes les ardtes ne soient pas de la mime couleur et de plus les 
a&es d’une mZme couleur soient incidentes d un meme sommet. 
Preuve. L’hypergraphe dual de G verifie les hypotheses du Lemme 3.1. 
PROPOSITION 3.3 (Baranyai). Soient n et h deux entiers tels que 0 < h < n. 
Soit s un entier et soient a,, a2 ,..., a, des entiers tels que 0 < ai < [$I et 
tels gue CI~i(s ai = (z). Les arStes de Kfih peuvent e”tre partitionnees en s 
couplages MI , M8 ,.. ., AIs tels que I Mi I = ai (1 < i < s). 
Preuve. Voir [l]. 
PROPOSITION 3.4. Si n + 0 (mod h), t(Knh) = q(K,r&) = [(F)/[E]]*. 
Preuve. Le resultat &ant vrai pour h = 2 d’apres [3], nous supposerons 
h 3 3. 
Cas n = h + 1. On a q(Kf+,) = h + 1. Si X = (x1 , .x2 ,,.,, .x~+~}, on 
dennit la (h + 1)-coloration totale de Ki+l en posant Cj = Si U Mi avec 
Si = {xi} et Mi = (X - (xi>}. 
Gas n > h + 2. Montrons tout d’abord que q(Knh) 3 O(Knh) + 2 = 
(:I:) + 2. Posons p = [i] et n = ph + r avec 1 < r < h - 1. Pour montrer 
que #T,*) > d(Knh) + 2 il suffit de montrer que: 
soit 
r(ph + r - 1) *.. ((p - 1) h + I* + 1) > 2p/1! (1) 
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L’inCgaIitC (1) sera a fortiori verifiee si: 
ph(ph - 1) ..’ ((p - 1)h + 2) 3 2ph!, 
soit puisque h >, 3, si: 
($2 - 1) *a. ((p - 1) h t 2) > 2(h - 1) ! c4 
L’intgalite (2) est vtrifiee sip 2 2. Sip = 1, alors r 3 2, puisque 12 > h t 2 
et alors l’inegalite (1) est verifiee. Done pour n 3 Iz 1 2, q(KmR) 3 
4Gh) + 2. 
Alors d’apres la Proposition 3.3, il existe une partition des a&es de 
K,” en q couplages MI , Ivfz ,..., M, avec 4 = q(Knh) et telle que : MI j = 
1 IM, ] = ... = j MQpl 1 = [$I et 1 M, 1 = (3 - (4 - l)[i] < [t]. Fuisque 
4 - 1 3 O(Kn”) + I, pour tout x E X, il existe un couplage Mi3: avec 
1 < i, < (I - 1, tel que x n’appartienne a aucune at&e de Miz . Posons: 
S, = {xeXI x$EpourEEMI}, 
etpourl <i<q-1: 
i Si= jx~X- u SJx$EpourEEMi. 
lgg-1 i 
Alors ulGi<g-l Si = X et comme tout couplage Mi avec 1 < i < q - 1 est 
de cardinalitt [RI, chaque Si est au plus de cardinalite n - h[t] < h - I, 
done ne contient pas d’arete. On definit alors la q-coloration totale de Knh 
en posant Ci = Si V Mi pour 1 < i < q - 1 et C, = M, . 
PROPOSITION 3.5. Si IZ = 0 (mod II), t(KnA) > G-t) + 2. 
Preuve. Supposons que t(K,“) = d(Knh) + 1 = (;I:) + 1. K,” Ctant un 
hypergraphe regulier et puisqu’il n’y a que d(K,“) + 1 couleurs, si C = S u M 
est une couleur d’une t(K,h)-coloration totale de Knh, tout sommet appartient 
a S ou appartient a une arete de hl et done i S 1 + h j M / = n. Soit C une 
couleur telle que S # o. Alors 1 < I S j < h - 1 et par suite I M / < 
n i; - 1 et j S ’ + h I M j < n - 1 < II, d’oti la contradiction. 
PROPOSITION 3.6. Si n = 0 (mod h), t(Knh) = (;I:) + 2. 
Preuve: D’apres la Proposition 3.5, il nous suffit de montrer que 
t(Knh) < (‘;I:) + 2 = d(Knh) + 2. Posons IT = kh avec k > 2. On a 
d = d(Knh) = (f”_;‘) >, 2k - 1; en effet l’application h wf(h) = (t”=,‘) 
est une application croissante et f(2) = 2k - 1. Ainsi d + 2 > 2k + 1. Le 
nombre d’ar&tes de Knh est (3 = dk. D’apres la Proposition 3.3, les ar&tes 
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de K,” peuvent &re partition&es en d $2 couplages Mi, 1 < i < n + 2 
tels que: 
(a) / Mi 1 = k - 1 pour I < i < 2k, 
(b) ]Mii =kpour2k+l <i<d+2. 
(en effet Cl<i<d;z 1 Mi / = ak). 
Four 1 ,( i < 2k, soit Fi = X - UEEIVIi E. Alors 1 Fi j = h et l’hyper- 
graphe H = (X, S), oti d = (Fi 1 1 < i < 2k), est tel que tout sommet de X 
appartient & exactement deux a&es de H. D’aprks le Lemme 3.1 il existe 
une partition des sommets de H en I sous-ensembles stables S, , S, ,..., Sz 
avec I < 2k et telle que pout tout j, 1 < j < I, il existe ij , I < ij < 2k, 
tel que Sj C ,Fij . Si 1 < 2k, soit: 
h+, ,. . ., i2J = (1, 2 ,..., 2k) - (il ,. .., iJ. 
On dtfinit les d + 2 couleurs de la man&e suivante: 
cj = sj u Mii pour I <,j<I, 
Cj = h4ij pour I + 1 <j<2k si 1 < 2k, 
cj = Mj pour 2k$ 1 GjGA0-t. 
II - 1 
= II-1 i ! t-2 si n = 0 (mod /I). 
Prewe. Les Propositions 3.4 et 3.6 dtmontrent le Thtor&me B. 
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